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Annotatsiya: Hilbert va Sobolev fazolari matematik analiz va funksional tahlilning
muhim bo ‘limlaridan bo ‘lib, ular ko ‘p o ‘Ichovli funksiyalar fazolari tizimlarini izohlash va
o rganish uchun qulay vositalarni taqdim etadi. Ushbu magqgolada Hilbert fazolari
konsepsiyasi va Sobolev fazolarining o ‘zaro munosabati, metodologiyasi va matematik
modellarga ta’siri tahlil qilinadi. Yondashuvlarning asosiy farqlari va o ‘xshashliklari,
ularning diffe-rensial tenglamalarni yechishda qo ‘llanilishi, va Sobolev fazolari yordamida
fazoviy xossalarni kengaytirish imkoniyatlari chuqur o ‘rganiladi. Shuningdek, funksional
tahlilning muhim qismi sifatida Sobolev va Hilbert maydonlari orasidagi abstrakt
bog ‘lanishlar va transformatsiyalar ko ‘rib chigiladi. Natijada, magola Sobolev fazolari
amaliy va nazariy aspektlarini mukammal yoritib, sohadagi ilmiy tadgiqotlarga yangi
tushunchalar kiritadi.
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Annoranusa: [Ipocmpancmea I'unvbepma u Cobonesa sasnaomcs QyHOAMeHMATbHLIMU
KOHYEnYusimMu MamemMamuyeckoeo aHamu3a u (QYHKYUOHAIbHO20 AHAAU3A, NPedoCmAsisis
agphexmusnvle uHcmpymenmsl 0Nl UCCAE008AHUSL MHOCOMEPHLIX  PYHKYUOHATbHBIX
npocmpancme. B 0annou cmamve nposooumcs 21yOoKulli anaiu3 KOHYenyuu npoCmpancme
Tunvbepma u e3aumocssazu ¢ npocmpancmeamu  Cobonesa, paccmampuearomcs
Memooonocuieckue U npukiadHvle acnekmoul. QOcyxicoaomes Kiroyegvle paziudus U
CX00Ccm8a nooxo008, NpumeHenue 8 peuleHuu oughhepeHyuanbHbviX YpasHeHull, a maxice
BO3MOJICHOCIU PACUWUPEHUsT NPOCMPAHCMBEHHBIX CBOUCME C NOMOWDbIO NPOCMPAHCIE
Cobonesa. Ocoboe snumanue yoeieHo abCmpaKkmublm Ces3M U NPeodPaA308aAHUIM MeAHCOY
IMUMU  PYHKYUOHATbHLIMU NPOCMpPAHcmeamu. B umoece, cmamwvs 6Hocum 6Kk1a0 8
NOHUMAHUe NPAKmMu4yecKux u meopemudeckux xapaxmepucmux npocmparcme Cobonesa u
T'unvbepma, pacuiupsis 20pu30HMvL HAYYHBIX UCCTIE008AHUL 8 OAHHOU 0OAACTU.

KaoueBble caoBa: npocmancmeo  [unvbepma, npocmpancmeo  Cobonesa,
@YHKYUOHATLHBIN aHanu3, Oud@epenyuanvhbvle YpasHeHus, MHO2OMEPHblE NPOCMPAHCMEA,
Mamemamudeckuil aHaIu3, meopusi ONepamopos.

Abstract: Hilbert and Sobolev spaces form foundational frameworks within
mathematical and functional analysis, offering robust tools to study multidimensional
functional spaces. This article presents a comprehensive analytical investigation of the
conceptual underpinnings of Hilbert spaces and their relation to Sobolev spaces, focusing on
methodological and applied perspectives. It critically examines the fundamental distinctions
and parallels between these approaches, their utilization in solving differential equx\/
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and the enhancement of spatial properties via Sobolev spaces. The discussion further
addresses the abstract connections and transformations inherent between these functional
spaces. The article thus contributes novel insights to the theoretical and practical
understanding of Sobolev and Hilbert spaces, furnishing a valuable resource for ongoing
academic research and advanced applications.

Keywords:Hilbert space, Sobolev space, functional analysis, differential equations,
multidimensional spaces, mathematical analysis, operator theory

Hilbert va Sobolev fazolari funksional tahlilning markaziy ob’ektlari bo‘lib, turli
matematik sistemalarning xossalarini o‘rganishga imkon yaratadi. Hilbert fazolari asosan
o‘zaro ortogonal funksiya tizimlarini tahlil gilishda keng qo‘llaniladi, ular Hilbert maydoni
xususiyatlaridan kelib chigib mos keluvchi umumiy va inklyuziv ichki mahsulot strukturasini
tagdim etadi. Sobolev fazolari esa klassik funktsiyalar fazolarini kengaytirib, differensial
tenglamalar hamda matematik fizika muammolarini yechishda muhim rol o‘ynaydi. Sobolev
fazolarida funksiyalarning derivativlari L”p fazolari asosida aniglangan va bu jihat ularning
qo‘llanish doirasini sezilarli darajada kengaytiradi (Adams, 2003).

Hilbert fazolari kvadrat integrallanuvchi funksiyalarni markazga qo‘yadi va o‘zaro
skalyar mahsulot orgali strukturani belgilaydi, bu esa matematik operatorlar va ularning
spektr xususiyatlarini chuqur tushunishga imkon beradi (Reed & Simon, 1980). Sobolev
fazolari esa qo‘shimcha differensial talablar bilan yanada murakkabroq tuzilaga ega bo‘lib,
quyidagicha tasniflanadi: Sobolev fazolari funksiyalarning differentiability darajasini va
ularning singulyarliklarini ham qo‘llab-quvvatlaydi, bu esa elliptik operatorlar va boundary
value masalalarini o‘rganish uchun qulaydir (Evans, 2010).

Tahlilning muhim jihatlaridan biri Hilbert va Sobolev fazolari o‘rtasidagi uzviy
bog‘liglikdir. Har qanday Sobolev fazosi, berilgan parametrlar doirasida, Hilbert fazosi
sifatida ko‘rib chiqilishi mumkin, chunki Sobolev fazolari o‘zgaruvchan xususiyatlarga ega
bo‘lishiga qaramay, o‘z ichki mahsulotlari bilan Hilbert makonining qoidalarini
ganoatlantiradi (Brezis, 2011). Shu bilan birga, Sobolev fazolarining matriks operatorlari
orqali berilishi ularga yuqori darajadagi matematik nazorat va optimallikni ta’minlaydi, bu
esa ilovalarda yuqori samaradorlikni kafolatlaydi.

Praktik jihatdan, Sobolev fazolari tizimlaridagi masalalarni Hilbert fazolariga gaytarish
mumkin, bu esa oddiy operatorlar nazariyasidan foydalanishga imkon beradi. Bu yondashuv
elliptik differensial tenglamalarning nazariyasida standart asboblar qatoriga kiradi va
muammolarni yechish samaradorligini oshiradi (Taylor, 2011). Shuningdek, funktsiyalar
fazosida konstruktsiya va transformatsiyalarni o‘rganish Sobolev fazolarining qo‘shimcha
differensial operatorlar yordamida yakunlanishini ko‘rsatadi, bu esa yangi nazariy vositalarni
yaratadi hamda fenin (Sobolev imbeddings) teoremalarining yanada kengaytirilgan
goidalarini ochib beradi.
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I.Hilbert fazolari haqida umumiy ma’lumot.

Hilbert fazosi — bu skalyar ko‘paytma bilan ta’minlangan va shu skalyar
ko‘paytmadan hosil bo‘lgan norma bo‘yicha to‘liq bo‘lgan chiziqli fazodir.Hilbert fazosini
gisqacha quyidagicha ifodalash mumkin :

Hilbert fazosi=Skalyar ko’paytmali+to’liq norma fazosi
Endi Hilbert fazolariga misollar keltiramiz.
1.Evklid fazosi R™
Evklid fazosida skalyar ko’paytma quyidagicha aniglangan:
(x,y) = Zk=1Cx¥i)
Evklid fazosida norma esa quyidagicha aniglangan:
I = /X7, x2
2.1 fazosi.
Bu fazoning ko’rinishi quyidagicha:
1? = {x = (x,): Xqzq | xp 1< 00}
Bu fazoda skalyar ko’paytma quyidagicha aniqlangan:
(X,¥) = Xn=1%n Vn
3.L%(a, b) fazosi.

Bu fazo quyidagicha ko’rinishda bo’ladi:

12(a,b) = {f: [, If (x)|* dx < oo

Bu fazoda skalyar ko’paytma quyidagicha aniqlanadi:

(f.9) = [, Fx)g(x)dx
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I1.Sobolev fazolari haqida umumiy ma’lumeot.

Sobolev  fazolari birinchi marta S.l.Sobolev tomonidan kiritilgan bo’lib, ular
integrallanuvchi funksiyalar va ularning umumlashgam hosilalarini 0’z ichiga oladi.

Sobolev fazolarini quyidagicha aniglash mumkin:
Wm™P () = {uelP(2): D*uel? (), |a] < m}
Bunda D%*u-umumlashgan hosila, m-tartib, p= 1p-normaning darajasi hisoblanadi.

Sobolev fazosining normasi quyidagicha aniglanadi:

elly ooy = Ciasic | DU NP 2)72,1 < p < o0

Umuman olganda, Hilbert va Sobolev fazolari o‘rtasidagi munosabatlar ularning har
biriga xos xususiyatlarni chuqur tushunish va har xil matematik va fizik masalalarni hal
gilishda strategik ahamiyatga ega. Sobolev fazolari Hilbert fazolarini kengaytirish orgali
funktsional to‘plamlarni, shu jumladan ular yerlarida yuzaga keladigan murakkabliklarni
yaxshiroq modellashtirishga yordam beradi. Bu tizimlar o‘rtasida o‘rganilgan
transformatsiyalar va moslamalar funksional analizning fundamental girralarini kengaytiradi,
bu esa ilmiy tadgigotlarda innovatsion yondashuvlarga zamin yaratadi.

Xulosa sifatida aytish mumkinki, Hilbert va Sobolev fazolari matematik va amaliy
masalalarni yechishda bir-birini to‘ldiruvchi va kengaytiruvchi asosiy fazolar hisoblanadi.
Ularning transformatsiyalari va o‘zaro ta’sirlari murakkab funksional tizimlarning chuqur
tahlilini ta’minlaydi. Shuningdek, Sobolev fazolarining Hilbert fazolari bilan
integratsiyalashuvi differensial tenglamalar va operator nazariyasi sohalaridagi innovatsion
metodlarni taklif giladi. Keng miqyosda, ushbu fazolarni o‘rganish zamonaviy matematik
tahlilning bir bo‘lagi sifatida ilmiy va texnik rivojlanish uchun muhim ahamiyatga ega.
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