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Annotatsiya. Mazkur maqolada nekorrek  qo„yilgan masalalar mohiyati, 

ularning matematik tahlili va sonli yondashuvlar asosida yechish usullari ko„rib 

chiqilgan. Asosan, Tikhonov regulyarizatsiyasi, Lavrentyev usuli hamda TSVD 

(trunkatsiyalangan singular qiymatlar usuli) singari klassik barqarorlashtirish 

metodlariga alohida e'tibor qaratilgan. Maqoladagi barcha metod va yondashuvlar 

faqat bosma kitoblardagi rasmiy ilmiy manbalarga asoslangan. Amaliy misol sifatida 

integral tenglamani sonli usulda yechish ko„rib chiqilib, regulyarizatsiyaning 

natijaviyligi tahlil qilingan. 

Kalit so‘zlar: Nekorrek qo„yilgan masala, Tikhonov regulyarizatsiyasi, teskari 

masalalar, sonli yondashuv, barqarorlashtirish. 

Аннотация. В данной статье рассматривается суть некорректно 

поставленных задач, их математический анализ и численные методы решения. 

Особое внимание уделяется классическим методам регуляризации, таким как 

регуляризация Тихонова, метод Лаврентьева и метод усечѐнных сингулярных 

значений (TSVD). Все представленные методы и подходы основаны 

исключительно на официальных научных источниках из печатной 

литературы. В качестве практического примера рассматривается численное 

решение интегрального уравнения и анализируется эффективность 

регуляризации. 

Ключевые слова: Некоррек Aннотациятно поставленная задача, 
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     Annotation,    This article examines the nature of ill-posed problems, their 

mathematical analysis, and numerical solution methods. Particular emphasis is 

placed on classical regularization methods such as Tikhonov regularization, 

Lavrentiev method, and the Truncated Singular Value Decomposition (TSVD) 

technique. All methods and approaches discussed are based exclusively on official 

scientific sources from printed literature. A practical example involving the 

numerical solution of an integral equation is provided, and the effectiveness of 

regularization is analyzed. 

Keywords: Ill-posed problem, Tikhonov regularization, inverse problems, 

numerical approach, stabilization. 

 

1. Kirish 

    Matematik modellashtirishda ba’zi masalalar shunday ko‘rinishdagi matematik 

formulalar bilan ifodalanadiki, ularni aniq yechish yoki sonli yechimga ega bo‘lish 

juda murakkab bo‘ladi. Shunday muammolarga nekorrek qo‘yilgan masalalar 

deyiladi. Fransuz matematigi J. Adamar (Hadamard) ta’rifiga ko‘ra, bir masala 

quyidagi shartlarni qanoatlantirsa, u to‘g‘ri qo‘yilgan bo‘ladi: 

1. yechim mavjudligi; 

2. yechimning yagona bo‘lishi; 

3. yechimning boshlang‘ich shartlarga nisbatan uzluksiz bog‘liqligi 

(barqarorlik). 

   Agar ushbu shartlardan biri bajarilmasa, masala nekorrek qo‘yilgan deb 

qaraladi. Bu holatga ko‘plab fizikaviy teskari masalalar misol bo‘ladi. Masalan, 

issiqlik uzatish tenglamasining vaqtga nisbatan teskari masalasi ko‘pincha nekorrek 

qo‘yilgan bo‘ladi (Tikhonov & Arsenin, 1977). 

2. Nekorrek qo‘yilgan masalalarning turlari 

Teskari masalalar 

Teskari masala — bu fizikaviy tizimning chiqish ma'lumotlaridan kirish 

shartlarini aniqlash masalasi. Masalan, elektr tomografiyada tananing ichki 

tuzilmasini tashqi o‘lchovlar asosida tiklash teskari masalaga olib keladi (Engl, 

Hanke & Neubauer, 1996). 

Masala: Issiqlik tenglamasining teskari masalasi — boshlang‘ich haroratni tiklash 

Manba: 

  Tikhonov A.N., Arsenin V.Y. Solutions of Ill-posed Problems, Winston, 1977. — 

Chapter 2, Example 2.1 

Tavsif: 

Ko‘rinish:           
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Berilgan oxirgi vaqt TTT dagi qiymatlar asosida        boshlang‘ich taqsimotni 

tiklash kerak. Bu masala Hadamard mezonlariga javob bermaydi, chunki yechim 

mavjud bo‘lsa ham, u uzluksiz emas va noaniqliklarga juda sezuvchan. 

Integral tenglamalar asosidagi masalalar 

 Fredgolm va Volterra tipidagi integral tenglamalar, ayniqsa yadro funksiyasi 

silliq bo‘lsa, noto‘g‘ri qo‘yilgan bo‘lishi mumkin. Bu masalalarda kichik o‘zgarishlar 

natijaga sezilarli ta’sir ko‘rsatadi (Groetsch, 1993). 

Masala: Fredgolm birinchi turdagi integral tenglama — yadro                 

Manba: 

  Groetsch C.W., Inverse Problems in the Mathematical Sciences, Vieweg, 1993. — 

Section 1.2, Example 1.3 

Tavsif: 

Tenglama:      ∫         

 
             

Bu integral tenglama silliq yadroga ega bo‘lib, x(t) ni aniqlash sezilarli 

sezuvchanlikka olib keladi. Ya’ni, kichik xatolik f(s)   da katta xatolikni x(t) ga olib 

keladi — bu noto‘g‘ri qo‘yilgan masalaning klassik namunasi sifatida keltirilgan. 

Differensial tenglamalar bilan bog‘liq masalalar 

   Elliptik turdagi tenglamalarning teskari masalalari, masalan, Laplas tenglamasining 

chegaraviy qiymatini tiklash, nekorrek qo‘yilgan masala hisoblanadi (Vogel, 2002). 

Differensial tenglama bilan bog‘liq teskari masala 

Masala: Laplas tenglamasi uchun chegaradan ichki qiymatni tiklash 

Manba: 

 Vogel C.R., Computational Methods for Inverse Problems, SIAM, 2002. — 

Chapter 1, Example 1.1 

Tavsif: 

Tenglama:                                         

Faqat chegaradagi qiymat g(x) ma’lum. Ichki sohadagi u(x) ni topish — teskari 

masala. Vogel ushbu masalaning regulyarizatsiyasiz qanday beqarorligini ko‘rsatadi 

va bu noto‘g‘ri qo‘yilgan masalalar sinfiga kirishini izohlaydi. 

3. Sonli yondashuvlar va regulyarizatsiya usullari 

 Tikhonov regulyarizatsiyasi 

   Tikhonov regulyarizatsiyasi klassik va eng keng tarqalgan yondashuv bo‘lib, ill-

posed masalalarni yechishda quyidagicha formulalanadi: 

                    ||                ^2      

 

Bu yerda A — muammo operatori, b —  o‘lchov natijalari, x — topiluvchi funksiya, 
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λ — regulyarizatsiya parametri. Bu usul yordamida kichik xatoliklar sezilarli ta’sir 

ko‘rsatmaydi (Tikhonov & Arsenin, 1977). 

Lavrentyev usuli 

   Bu usulda Ax + λx = b ko‘rinishdagi muammo hal qilinadi. U, ayniqsa, fizikaviy 

kontekstda ishlov berish soddaligi sababli foydalidir (Engl, Hanke & Neubauer, 

1996). 

 Trunkatsiyalangan Singular qiymatlar usuli (TSVD) 

   A = USV^T ko‘rinishida bo‘linib, faqat katta singular qiymatlar asosida yechim 

olinadi. Bu usul regulyarizatsiyaning spektral asosini ta’minlaydi (Hansen, 1998). 

Regulyarizatsiya parametrini tanlash 

    Discrepancy principle (||Axλ - b||   δ) va boshqa metodlar yordamida λ ni tanlash 

mumkin. Bu haqda keng izohlar Groetsch (1993) va Vogel (2002) asarlarida 

berilgan. 

 

4. Amaliy misol: Tikhonov regulyarizatsiyasi orqali integral tenglama 

yechimi 

Quyidagi integral tenglama ko‘rib chiqiladi: 

∫                       

 

 

 

Diskretlashtirish orqali bu masala matritsali ko‘rinishga keltiriladi: Ax = b. 

Tikhonov regulyarizatsiyasi qo‘llanadi va yechim quyidagi ko‘rinishda olinadi: 

                 

                            

MATLABda                                

ko‘rinishida hisoblanadi. Yechim natijasi grafik tarzda tahlil qilinib, oddiy va 

regulyarizatsiyalangan yechimlar taqqoslanadi (Hansen, 1998). 

Quyida C# dasturlash tilida oddiy Fredgolm 1-turi integral tenglamasini sonli 

yechish uchun Tikhonov regulyarizatsiyasi asosida amaliy misol keltirilgan. Bu 

misolda integral tenglama: 

∫                       

 

 

 

diskretlashtirilib, matritsali tenglamaga o‘tkaziladi: Ax = b, va Tikhonov usuli 

bilan yechiladi. 

Quyida C# dasturlash tilida oddiy Fredgolm 1-turi integral tenglamasini sonli 

yechish uchun Tikhonov regulyarizatsiyasi asosida amaliy misol keltirilgan. Bu 

misolda integral tenglama: 
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∫                       

 

 

 

diskretlashtirilib, matritsali tenglamaga o‘tkaziladi:     , va Tikhonov usuli 

bilan yechiladi. 

Misol sharti: 

 Yadro:                  

Haqiqiy yechim:               

Natija: sonli integral orqali f(s) hisoblanadi, keyin Tikhonov bilan x(t) tiklanadi. 

 

C# Dastur kodi: 

using System; 

 

class IllPosedProblem 

{ 

    static void Main() 

    { 

        int n = 50; 

        double lambda = 0.01; 

        double[,] A = new double[n, n]; 

        double[] b = new double[n]; 

        double[] xTrue = new double[n]; 

        double h = 1.0 / n; 

         

        double[] t = new double[n]; 

        for (int i = 0; i < n; i++) 

        {    t[i] = (i + 0.5) * h; 

            xTrue[i] = Math.Sin(Math.PI * t[i]);    } 

 

               for (int i = 0; i < n; i++) 

        {    for (int j = 0; j < n; j++) 

            {        A[i, j] = Math.Exp(-Math.Abs(t[i] - t[j])) * h;          } 

 

                for (int i = 0; i < n; i++) 

        {   b[i] = 0; 

            for (int j = 0; j < n; j++) 

            { 
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                b[i] += A[i, j] * xTrue[j];    }    } 

         

        double[,] AtA = new double[n, n]; 

        double[] Atb = new double[n]; 

 

                for (int i = 0; i < n; i++) 

            for (int j = 0; j < n; j++) 

                for (int k = 0; k < n; k++) 

                    AtA[i, j] += A[k, i] * A[k, j]; 

 

                for (int i = 0; i < n; i++) 

            for (int k = 0; k < n; k++) 

                Atb[i] += A[k, i] * b[k]; 

 

         

        for (int i = 0; i < n; i++) 

            AtA[i, i] += lambda; 

 

                double[] xReg = GaussSolve(AtA, Atb); 

       

        Console.WriteLine("s\tTiklangan x(t)\tHaqiqiy x(t)"); 

        for (int i = 0; i < n; i++) 

        { 

            Console.WriteLine($"{t[i]:F2}\t{xReg[i]:F4}\t\t{xTrue[i]:F4}"); 

        }   } 

     

    static double[] GaussSolve(double[,] A, double[] b) 

    {        int n = b.Length; 

        double[] x = new double[n]; 

        for (int k = 0; k < n; k++) 

        { 

            

            int max = k; 

            for (int i = k + 1; i < n; i++) 

                if (Math.Abs(A[i, k]) > Math.Abs(A[max, k])) 

                    max = i; 
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            for (int j = 0; j < n; j++) 

            { 

                double tmp = A[k, j]; 

                A[k, j] = A[max, j]; 

                A[max, j] = tmp; 

            } 

            double temp = b[k]; 

            b[k] = b[max]; 

            b[max] = temp; 

 

          

            for (int i = k + 1; i < n; i++) 

            { 

                double factor = A[i, k] / A[k, k]; 

                b[i] -= factor * b[k]; 

                for (int j = k; j < n; j++) 

                    A[i, j] -= factor * A[k, j]; 

            } 

        } 

 

                for (int i = n - 1; i >= 0; i--) 

        { 

            double sum = 0; 

            for (int j = i + 1; j < n; j++) 

                sum += A[i, j] * x[j]; 

            x[i] = (b[i] - sum) / A[i, i]; 

        } 

        return x; 

    } 

} 
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Natija: 

  
  Tiklangan x(t) qiymatlar haqiqiy sin(πt)) funktsiyasiga yaqinlashgan, ya'ni 

regulyarizatsiya natijasi yaxshi. 

   Diskret nuqtalarda kichik farq — barqarorlik va yaqinlikning natijasidir. 

 

Xulosa 

     Nekorrek qo‘yilgan masalalarni sonli yechishda regulyarizatsiya usullari — 

ayniqsa Tikhonov, Lavrentyev va TSVD — muhim ahamiyat kasb etadi. Bu metodlar 

barqarorlikni ta’minlaydi va amaliy sohalarda ishonchli natijalar beradi. Klassik 

kitoblardagi yondashuvlar bugungi kunda ham dolzarb bo‘lib, sonli 

modellashtirishda asosiy vosita bo‘lib qolmoqda. Ular fizik, muhandislik va tibbiyot 

sohalarida, xususan tomografiya va signallarni tiklashda samarali yechimlar beradi. 

Kelajakda mashinalar o‘rganishi va avtomatlashtirilgan parametr tanlash algoritmlari 

bu sohani yanada rivojlantiradi. 
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