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Annotatsiya. Mazkur magqgolada nekorrek  qo‘yilgan masalalar mohiyati,
ularning matematik tahlili va sonli yondashuviar asosida yechish usullari ko ‘rib
chigilgan. Asosan, Tikhonov regulyarizatsiyasi, Lavrentyev usuli hamda TSVD
(trunkatsiyalangan singular qiymatlar usuli) singari klassik bargarorlashtirish
metodlariga alohida e'tibor garatilgan. Magoladagi barcha metod va yondashuvlar
fagat bosma kitoblardagi rasmiy ilmiy manbalarga asoslangan. Amaliy misol sifatida
integral tenglamani sonli usulda yechish ko ‘rib chiqilib, regulyarizatsiyaning
natijaviyligi tahlil gilingan.

Kalit so‘zlar: Nekorrek qo ‘yilgan masala, Tikhonov regulyarizatsiyasi, teskari
masalalar, sonli yondashuv, bargarorlashtirish.

AHHOTAUMs. B Oannoutl cmamve paccmampusaemcss Cymov HeKOPPEKmHO
nocmaeleHHblXx 361061’{, UX Mamemamu4deckull auaiu3 U Yuciennovle Memoobvl PEULEHUAL.
Ocoboe snHumanue yéeﬂﬂemc;z KAACCUYECKUM Memooam pezympusayuu, maKum Kak
pecynapuzayus Tuxonosa, memoo Jlaspenmvesa u memoo YCeueHHuIX CUHYIAPHBIX
snavenuti (TSVD). Bce npeocmasnennvie memoovl U HOOX00blL OCHOBAHbL
UCKTTIOYUMETTbHO HA Od)uuuaﬂbelx HA)Y4HblX UucmovyHuKax us neyammou
Jaumepamypbl. B xauecmee NnpaKkmu4eCcKoco npumepa paccmampueaemcs 4YUucCieHHoe
peutenue uHmezpailbHo2co YpAaeHEHUA u anamusupyemcs 34)(ﬁ€Kmu6HOCI’I’Zb
peyapuzayu.

KawueBble cioBa: Hexoppex Annomayusmno nocmasieHHas 3a0auda,
pezynapusayus Tuxonoea, obpamuvie 3a0a4u, YUCIEHHbI NOOX00, CMAOUAUZAYUA. 4 -
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Annotation,  This article examines the nature of ill-posed problems, their
mathematical analysis, and numerical solution methods. Particular emphasis is
placed on classical regularization methods such as Tikhonov regularization,
Lavrentiev method, and the Truncated Singular Value Decomposition (TSVD)
technique. All methods and approaches discussed are based exclusively on official
scientific sources from printed literature. A practical example involving the
numerical solution of an integral equation is provided, and the effectiveness of
regularization is analyzed.

Keywords: Ill-posed problem, Tikhonov regularization, inverse problems,
numerical approach, stabilization.

1. Kirish

Matematik modellashtirishda ba’zi masalalar shunday ko‘rinishdagi matematik
formulalar bilan ifodalanadiki, ularni aniq yechish yoki sonli yechimga ega bo‘lish
juda murakkab bo‘ladi. Shunday muammolarga nekorrek qo‘yilgan masalalar
deyiladi. Fransuz matematigi J. Adamar (Hadamard) ta’rifiga ko‘ra, bir masala
quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, u to‘g‘ri qo‘yilgan bo‘ladi:

1. yechim mavjudligi;

2. yechimning yagona bo‘lishi;

3. yechimning boshlang‘ich shartlarga nisbatan uzluksiz bog‘ligligi
(bargarorlik).

Agar ushbu shartlardan biri bajarilmasa, masala nekorrek qo‘yilgan deb
qaraladi. Bu holatga ko‘plab fizikaviy teskari masalalar misol bo‘ladi. Masalan,
issiglik uzatish tenglamasining vaqtga nisbatan teskari masalasi ko‘pincha nekorrek
qo‘yilgan bo‘ladi (Tikhonov & Arsenin, 1977).

2. Nekorrek qo‘yilgan masalalarning turlari

Teskari masalalar

Teskari masala — bu fizikaviy tizimning chigish ma'lumotlaridan Kkirish
shartlarini aniglash masalasi. Masalan, elektr tomografiyada tananing ichki
tuzilmasini tashqi o‘lchovlar asosida tiklash teskari masalaga olib keladi (Engl,
Hanke & Neubauer, 1996).

Masala: Issiglik tenglamasining teskari masalasi — boshlang‘ich haroratni tiklash
Manba:

Tikhonov A.N., Arsenin V.Y. Solutions of Ill-posed Problems, Winston, 1977. —

Chapter 2, Example 2.1

Tavsif:

du(x,t) 920

Ko‘rinish: - p.
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Berilgan oxirgi vaqt TTT dagi giymatlar asosida u(x, 0) boshlang‘ich tagsimotni
tiklash kerak. Bu masala Hadamard mezonlariga javob bermaydi, chunki yechim
mavjud bo‘lsa ham, u uzluksiz emas va noaniqliklarga juda sezuvchan.

Integral tenglamalar asosidagi masalalar

Fredgolm va Volterra tipidagi integral tenglamalar, aynigsa yadro funksiyasi
silliq bo‘lsa, noto‘g‘ri qo‘yilgan bo‘lishi mumkin. Bu masalalarda kichik o‘zgarishlar
natijaga sezilarli ta’sir ko‘rsatadi (Groetsch, 1993).

Masala: Fredgolm birinchi turdagi integral tenglama — yadro K(s,t) = e~1s~tl

Manba:

Groetsch C.W., Inverse Problems in the Mathematical Sciences, Vieweg, 1993. —
Section 1.2, Example 1.3
Tavsif:
Tenglama: fol e 157t x x(t)dt = f(s)

Bu integral tenglama silliq yadroga ega bo‘lib, x(t) ni aniglash sezilarli
sezuvchanlikka olib keladi. Ya’ni, kichik xatolik f(s) da katta xatolikni x(t) ga olib
keladi — bu noto‘g‘ri qo‘yilgan masalaning klassik namunasi sifatida keltirilgan.

Differensial tenglamalar bilan bog‘liq masalalar

Elliptik turdagi tenglamalarning teskari masalalari, masalan, Laplas tenglamasining
chegaraviy giymatini tiklash, nekorrek qo‘yilgan masala hisoblanadi (Vogel, 2002).

Differensial tenglama bilan bog‘liq teskari masala

Masala: Laplas tenglamasi uchun chegaradan ichki qiymatni tiklash
Manba:
Vogel C.R., Computational Methods for Inverse Problems, SIAM, 2002. —
Chapter 1, Example 1.1

Tavsif:
Tenglama: Au = 0 biror sohada,u|0Q = g(x)

Fagat chegaradagi giymat g(x) ma’lum. Ichki sohadagi u(x) ni topish — teskari
masala. Vogel ushbu masalaning regulyarizatsiyasiz qanday beqarorligini ko‘rsatadi
va bu noto‘g‘ri qo‘yilgan masalalar sinfiga kirishini izohlaydi.

3. Sonli yondashuvlar va regulyarizatsiya usullari

Tikhonov regulyarizatsiyasi

Tikhonov regulyarizatsiyasi klassik va eng keng tarqalgan yondashuv bo‘lib, ill-
posed masalalarni yechishda quyidagicha formulalanadi:
| Ax — b||"2 + |[x]] N2 - min

Bu yerda A — muammo operatori, b — o‘Ichov natijalari, x — topiluvchi funksiya,
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A — regulyarizatsiya parametri. Bu usul yordamida kichik xatoliklar sezilarli ta’sir
ko‘rsatmaydi (Tikhonov & Arsenin, 1977).
Lavrentyev usuli
Bu usulda Ax + Ax = b ko‘rinishdagi muammo hal qilinadi. U, aynigsa, fizikaviy
kontekstda ishlov berish soddaligi sababli foydalidir (Engl, Hanke & Neubauer,
1996).
Trunkatsiyalangan Singular giymatlar usuli (TSVD)
A = USV”T ko‘rinishida bo‘linib, fagat katta singular qiymatlar asosida yechim
olinadi. Bu usul regulyarizatsiyaning spektral asosini ta’minlaydi (Hansen, 1998).
Regulyarizatsiya parametrini tanlash
Discrepancy principle (||AxA - b|| = 6) va boshga metodlar yordamida A ni tanlash
mumkin. Bu hagda keng izohlar Groetsch (1993) va Vogel (2002) asarlarida

berilgan.
4. Amaliy misol: Tikhonov regulyarizatsiyasi orqgali integral tenglama
yechimi
Quyidagi integral tenglama ko‘rib chiqiladi:

1

fK(s, t)x(t)dt = f(s), 0<s<1
0
Diskretlashtirish orqali bu masala matritsali ko‘rinishga keltiriladi: Ax = b.

Tikhonov regulyarizatsiyasi qo‘llanadi va yechim quyidagi ko‘rinishda olinadi:
x; = (ATA+ AD71ATh

MATLABda x; = (A’ XA+ Ax (nxn)) \ (4" X b);

ko‘rinishida hisoblanadi. Yechim natijasi grafik tarzda tahlil qilinib, oddiy va
regulyarizatsiyalangan yechimlar taqgoslanadi (Hansen, 1998).

Quyida C# dasturlash tilida oddiy Fredgolm 1-turi integral tenglamasini sonli
yechish uchun Tikhonov regulyarizatsiyasi asosida amaliy misol keltirilgan. Bu

misolda integral tenglama:
1

fK(s, t)x(t)dt = f(s), 0<s<1
0
diskretlashtirilib, matritsali tenglamaga o‘tkaziladi: Ax = b, va Tikhonov usuli

bilan yechiladi.
Quyida C# dasturlash tilida oddiy Fredgolm 1-turi integral tenglamasini sonli
yechish uchun Tikhonov regulyarizatsiyasi asosida amaliy misol keltirilgan. Bu

misolda integral tenglama: '\*: o
AW
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1

fK(s, x(t)dt = f(s), 0<s<1
0
diskretlashtirilib, matritsali tenglamaga o‘tkaziladi: Ax = b, va Tikhonov usuli

bilan yechiladi.
Misol sharti:
Yadro: K(s,t) = e~ ls7tl
Haqgiqiy yechim: x(t) = sin(mt)
Natija: sonli integral orgali f(s) hisoblanadi, keyin Tikhonov bilan x(t) tiklanadi.

C# Dastur kodi:
using System;

class IlIPosedProblem

{

static void Main()

{
int n =50;
double lambda = 0.01;
double[,] A =new double[n, n];
double[] b = new double[n];
double[] xTrue = new double[n];
double h=1.0/n;

double[] t = new double[n];
for (inti=0;i<n;i++)
{ t[i]=(+0.5)*h;
xTrue[i] = Math.Sin(Math.PI * t[i]); }

for (inti=0;1<n;i++)
{ for(intj=0;j<n;j++)
{ Al[i, j] = Math.Exp(-Math.Abs(t[i] - t[j])) * h; }

for (inti=0;1<n; i++)
{ bli]=0;
for (intj =0; j <n; j++)
{ o
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b[i] += All, J] * xTruefl]; } }

double[,] AtA = new double[n, nJ;
double[] Atb = new double[n];

for (inti=0;1<n,; i++)
for (intj=0;j<n; j++)
for (intk = 0; k < n; k++)
AtA[i, j] += ALk, i] * ALK, j];

for (inti=0;1<n; i++)
for (intk =0; k <n; k++)
Atb[i] += ALK, i] * b[K];

for (inti=0;i<n;i++)
AtA[i, i] += lambda;

double[] xReg = GaussSolve(AtA, Atb);

Console.WriteLine("s\tTiklangan x(t)\tHaqiqgiy x(t)");
for (inti=0;i<n;i++)
{
Console.WriteLine($"{t[i]:F2}\t{xReg[i]:F4 P\ \t{xTrue[i]:F4}");
2

static double[] GaussSolve(double[,] A, double[] b)
{ int n = b.Length;

double[] x = new double[n];

for (intk =0; k <n; k++)

{

int max = k;
for(inti=k+1;i<n;i+t)
if (Math.Abs(A[i, k]) > Math.Abs(A[max, K]))
max = i;

wal .
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for (int j = 0; j < n; j++)
{
double tmp = ALK, j];
ALK, j1 = A[max, j];

A[max, j] = tmp;
}
double temp = b[K];
b[k] = b[max];

b[max] = temp;

for (inti=k+1;i<n;i++)
{
double factor = A[i, k] / ALk, K];
b[i] -= factor * b[K];
for (intj=k; j<n; j++)
Ali, j] -= factor * ALK, j];

¥
}
for (inti=n-1;i>=0;i--)
{
double sum = 0;
for (intj=1+1;j<n;j++)
sum += A[l, j] * X[j];
x[i] = (b[i] - sum) / A[i, i];
}
return x;
}
}
" */
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Tiklangan x(t) giymatlar haqiqiy sin(zt)) funktsiyasiga yaginlashgan, ya'ni
regulyarizatsiya natijasi yaxshi.
Diskret nugtalarda kichik farq — bargarorlik va yaqginlikning natijasidir.

Xulosa

Nekorrek qo‘yilgan masalalarni sonli yechishda regulyarizatsiya usullari —
aynigsa Tikhonov, Lavrentyev va TSVD — muhim ahamiyat kasb etadi. Bu metodlar
barqarorlikni ta’minlaydi va amaliy sohalarda ishonchli natijalar beradi. Klassik
kitoblardagi  yondashuvlar bugungi kunda ham dolzarb bo‘lib, sonli
modellashtirishda asosiy vosita bo‘lib qolmogda. Ular fizik, muhandislik va tibbiyot
sohalarida, xususan tomografiya va signallarni tiklashda samarali yechimlar beradi.
Kelajakda mashinalar o‘rganishi va avtomatlashtirilgan parametr tanlash algoritmlari
bu sohani yanada rivojlantiradi.
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